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1.10 INTEGRACION VECTORIAL: GREEN, GAUSS, STOKES. ( 33 Problemas)

. . . Xyz “ N
1.- Dado el campo vectorial F=x3y i+expy j+ ztg % k, calcular (Q(rotF). ndsS
donde G es la parte de la esfera x2 + y2 + z2 = 2 superior al planoz=1 y n esla

normal unitaria superior.

2.- Sea V el sélido de R3 definido por

X <

V=i(xy,2)] R®/1Ex>+y?> £4,0£y£x,0£z £ arctg
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y sea F el campo
r X r y r z

F = i+ j+
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se pide:
a) Calcular el flujo del campo F a través de la superficie cerradafrontera de V.
b) Calcular el flujo del campo F a través de la superficie,abierta obtenida al quitar a la

superficie frontera de V la tapa inferior definida por R { (X,y)/1£ x* +y? £ 4}

3.- Sea H el solido del espacio R3 acotado por el paraboloide z =1+ x2 +y2 vy por la
superficie esférica x2 +y2 +z2 =5, Calcular

a) El volumen de H.

b) El flujo del campo vectorial F=y i+ 3y j-2z K\ através de H.

4.- Sea G la superficie (acotada) del primerx octante formada por la porcién del cilindro
xy = 16 que resulta de acotar este por {oSwlanos z =4y, x =8 y x =y. Calcular el
flujo del campo vectorial F=x2 i ty{)y+%2z k através de G.

5.- Sea S la porcién del cilindro y2+% z2 =1 que se obtiene al cortar este por los planos x
=0 y x+y=1 yque esta situada en z > 0. (Todos los puntos de S son puntos del
cilindro). Se pide:

a) Parametrizar positivamente,la curva S

b) Calcular esa misma integ'ral utilizando el teorema de Stokes.

c) Calcular la integral qs F.dr siendo F =yzj+ x (1+y) k.

6.- Sea S la porcion de la superficie z =3 - x3 comprendida entre z=0,z=5,y=0¢e
y=1. Se pide:

a) Plantear la integral que da el area superficial de S.

b) Calcular la masa de S si su densidad superficial viene dada por d(X,Yy,z) = | 3-2 |

c) Calcularel flujpode F=yi+zk através deS.
d) Comprobar el resultado anterior haciendo uso del teorema de Gauss.

7 .- Calcular el volumen del sélido del primer octante acotado por las superficies
X2+y2=@a@2 'y z=x+y+b siendo O<b<a.

8.- Haciendo uso de coordenadas cilindricas, calcular el volumen del sélido H del primer
octante limitado por las superficies y = NEPY ,2=0,z=b, vy X2 +y2 =2y,
Calcular el flujo del campo vectorial F (x,y,z2) =3y i+ 5x j-2z k a través (hacia dentro)
de todas las caras del solido H.
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9.- Calcular la integral de linea I = bz—ﬁdx+#dy donde C es cualquier
c Y y

curva en el semiplano y >0 que va desde el punto (-1, 1/2) al punto (1,1)

10.- Sea G la superficie (acotada) del primer octante formada por la porcién del plano
z = 4y que resulta de acotar este por el cilindro xy =16 ylos planos x=8 y x=y.
Se pide:

a) Calcular el area superficial de G.
b) Calcular la integral de linea del campo vectorial F =xy i+ z2j+ xyz_k a lo largo de
I1G.

11.- a) Sea S la parte del cilindro X2 + z2 = a2z sitdada entre los planos

. Hallar el area superficial de S.

b) Si la densidad superficial de un material es  d(X, ¥y 2)= y° |z| calcular la masa de

una lamina que tuviera la forma de S.
c) Sea G la parte S correspondiente a z > 0. Sea F(Xy,z) = 2xy i —y2 j + 3z k. Calcular
la integral de linea de F a lo largo de la frontera de G.

. - a a
d) Sea H el solido acotado por el cilindro %2 _#z2 = a2z y los planos y = iz, X = iz

Encontrar el volumen de H.
e) Hallar el flujo de F (x,y,z) = 2xy i — ¥2%,+ 3z k hacia fuera de la superficie frontera
de H.

12.- Sea S la porcién de superficiendel cono  y =+x? +z® que queda en z > O por
encimade z=x yde z=-x yentre y=1 e y=4.

a) Encontrar la masa de S si laddensidad superficial viene dada por d(Xx,y,z) = z.

b) Dado F (x,y,2) =y i=29 - yz Kk, encontrar el trabajo realizado por F a lo largo de la
curva 1S, recorrida-en el sentido que induce la normal hacia arriba de S.

c) Sean G (x,y,z) = Xy + 3y j —yz k y H el sdlido acotado superiormente por S e
inferiormente poer'Z = 0. Encontrar el flujo de G hacia fuera de H.

13.- Calcular (‘!‘gxzzdy dz +(x?y - z*)dzdx + (2xy + y?z)dx dy siendo S la superficie
de la semiesfera x* +y® +z° =R? situadaen z > 0.

14.- Hallar el flujo de F = xi +yj+zk sobre la cara externa de la porcion de superficie
X? +y? =z comprendida entre los planosz=0 y z=1.

15.- Comprobar que se verifica el teorema de Green cuando C es el contorno de la region
anular R, situada entre los circulos x2+y2=1 y x2+y2=4 vy el campo vectorial es
F=02x-y3) i-xy]j-
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16.- Verificar el teorema de Stokes para el campo vectorial F = (y-x) i + (X-z) j + (X-y) k
siendo C la frontera del plano x + 2y + z = 2 en el primer octante, orientada en el
sentido positivo matematico.

17.- Dado el vector V = (x + yz)'i t(y+z- xz)'j +(3 - y)I'<

1. Flujo a través de la cara externa de la superficie hemisférica: x> +y?® +z% =1 con
z>0.

2. Flujo del rotacional de \I/a través de la superficie.

3. Circulacion de \I/ alolargodelecuadorC:x2+y2=1 z=0.

18.-a) Utilizar el teorema de Stokes para calcular la integral

Oy - 2)dx +(z - x)dy +(x - y)dz donde C es la curva interseccion del cilindro
C

X  Zz .
X2 +y2=a2 con el plano — +B =1 siendo a > 0, b¥"@.“Representar la curva C,
a

indicando cual es la orientacion de C para que la integralhsea positiva.
b) Tomando C con esa orientacion, calcular la integral dijrectamente como una integral
linea.

19.- a) Utilizar el teorema de la divergencial/de” Gauss para evaluar el flujo de
F (X,y,z) = yz j hacia fuera de la union de la porCion de z=x2+y2 para O£z £9 vy del
disco x2+y2£9 enz=09.

b) Comprobar el resultado evaluando directamente la integral de superficie.

20.- Aplicando la formula de Greefy * Riemann, calcular la integral curvilinea
Q (X - y?)dx - (x* +y?)dy siende.C el triangulo de vértices (0,0), (1,0) y (0,1)

recorrido en sentido positivo.

21.- Calcular ¢y(y - z)dx +{z ) X)dy +(x - y)dz. Siendo C la interseccion del plano
Qv y y

X Z
Z+ y + — =1 con los planos coordenados.
a b c

a) Directamente.

b) Por Stokes.

22.- Calcular el area de la region limitada por y=x,y =0,y =x2-x de las formas
siguientes:

a) Mediante integrales dobles.

b) Mediante integrales de linea.

2 2
23.- Area encerrada por el astroide xé + y%3 =1 utilizando integrales de linea.

] r 1 I_ 1
24.- Utilizar el teorema de Gauss para evaluar (‘Q F.n.ds donde F = xyi - z°k y Ses

la superficie formada por OEx£1 Of£y£1 O£z£1 y n es la normal hacia
fuera de S.
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25.- Calcular dex+zdy+xdz siendo C la curva interseccion de la superficie

x2+y2+z2=2(x+y) conelplano x +y =1.

26.- Comprobar el teorema de Gauss para el campo II: = 3lei + Xylj - 2le< y el cilindro
y>+z°£1 con O0£xE£3.

1 1 1 1
27.- Calcular el flujo saliente del campo F = xy?i +yz?j+ x?zk a través de la superficie
cerrada, definida en coordenadas esféricas por las siguientes ecuaciones:

_ iI0Ef £p/4
a) Tapasuperior r =2 con i
10£09g£2p
. . p i0Er £2
b) Tapainferior f == con j
4 10£09£2p
y X . i .
28.- Calcular dXx - ————dy siendo()C™ la elipse de ecuaciones

Q %2 +y2 %2 +y
paramétricas X =4cost y =3sent, O£tE£2p.

29.- Sea C el arco de una curva dado por xy =.3%n z=0, con X1 [1,3]. Sea S la pantalla
vertical apoyada en C y que queda bajo el planosXx +2y - z =0

a) Calcular el area superficial mediante ufia,jntegral sobre una curva. (plantear)
b) Calcular el area superficial mediante integrales dobles. (plantear)
1 1 1 1

c) Dado el campo F =i + x?j+ yk,\yC’el arco de la curva que rodea a la superficie S.
Calcular el trabajo realizado por{el\campo sobre dicho contorno.

d) Volumen del sélido limitado pgrey x+2y-z=0, x=1 y=1y z=0.

e) Evaluar ell trabajo utilizandd“Stokes.

f) Flujo de F sobre fH.

30.- Sea f un campo escalar diferenciable con las siguientes propiedades
L %2
(NF[ =4f y div (f Nf)=10f
i

Calcular la integral de superficie @ —dS siendo S la superficie frontera del sélido H.

n

31.- Probar que el valor de Q xy?dx +(x?y + 2x)dy alrededor de cualquier cuadrado,

soOlo depende del tamafio de éste y no de su situacion en el plano.
r_i
32.- Comprobar el teorema de Gauss para el campo F=—— vy la region
r

1EX>+y*+z° £4
33.- Calcular el flujo del rotacional del campo F =(y? +z?)i +(x* +z%) j+(x* +y*)k

a través de la superficie z =+1- x* con - 2£y£2



